Icke-linjar optimering

Icke-linjar optimering utan bivillkor handlar om att I6sa
problemet

min ,

min f(z)
dar f(z) : R — R ar en tva ganger kontinuerligt
deriverbar funktion.
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Optimalitet, lokala minimerare

Manga ganger far vi néja oss med en lokal minimer-
are, dvs ett x« saddant att

f(zs) < f(z) Vz € R", ||z — z+|| < €, € “litet”.

P& samma satt definieras en strikt lokal minimerare
Tx SOM

flzs) < f(x) Vz € R™,x # 24, ||z—24|| < €, € “litet”.
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Optimalitet, globala minimerare

Betrakta den n-dimensionella problemet

min f(x).

zeRN

Om en punkt z« uppfyller
f(z«) < f(z) Vo € R"

ségs x« vara en global minimerare till f i ®™. Punkten
z+ kallas ofta |dsningspunkt.

Om
f(zs) < f(z) Vo € R™, x 7 z«

kallas z« strikt global minimerare och ar unik.

Globala minimerare &r énskvarda, men svara att be-
stimma om inte f har speciella egenskaper.
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Taylorserier

Taylorserier &r ett verktyg for att approximera en funktion f nara
en punkt z.

Definition: Lat z vara specificerad punkt och f : # — R med n
kontinuerliga derivator. D& &r taylorapproximationen av grad n:

2 7
f(@+p) = f(z) + pf'(z) + %f”(m) + 4 %f(")(w)-
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Taylorapproximationen av sin z runt z = 4.
Ti(z) =sin4, To(z) =sin4 4+ cos4 - (z — 4),
T3(z) =sin4 4 cos4 - (z — 4) —sin 4(“;—4)2,

Ta(z) =sin4 + cos4 - (z — 4) —sin 475D — cos 40",
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Flerdimensionella taylorserier
Det gar ocksa att harleda flerdimensionella taylorserier:

1-variabelfallet:
f(@o +p) = f(z0) + pf'(x0) + 5pf"(zo)p + - - -
n-variabelfallet:

f(zo +p) = f(zo) +p"Vf(20) + 3"V f(z0)p+ - -

V f(zg) betecknar gradienten till f i zq, dvs en kolumn-

vektor med element %(azo) och V2f(zq) beteck-
1

nar hessianen till f i zg, dvs en matris med element

2
dord; (%0)-
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Villkor p& minimerare, forts.

Studera f runt stationdr punkt zx som antas vara en
lokal minimerare:

F@) = f@etp) = f@I+TI @) B+ 0" ©Op.

0
For z nara z« kommer V2 £(¢) vara nara V2 (zx).
Om V2f(z) ej positivt semi-definit finns v s&dan att

vI V2 f(z)v < 0.

D& finns p nara v sédan att

P V2f(E)p <0
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Villkor p& minimerare
Antag z« lokal minimerare till f. Studera f runt z:
1
fae+p) = f(a) + V(@) Tp+ Sp"VF(Op

Om z. lokal minimerare sa finns ingen tilldten ned-
forsriktning, dvs

Vi(z)Tp>0

for alla tillatna riktningar p.

For problem utan bivillkor medfor detta att

Vi(zs) =0 1)

En punkt som uppfyller (1) kallas stationar punkt till f.

Villkoret (1) kallas for ett nédvandigt villkor av forsta
graden for en optimerare.
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Villkor p& minimerare, forts.

vilket medfor att

@) = fletp) = f@)+ 5 V2 Ep
<0

f@) < fl@)

vilket &r en motsagelse, ty z« antogs vara en minimer-
are.

Allts& maste V2 f () vara positivt semi-definit for att
en stationar punkt x« ska vara en lokal minimerare.

Detta kallas for ett nddvandigt minimeringsvillkor av
andra graden.
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Begransningar hos villkoren
Informationen att V f(z«) = 0 och V2f(z+) &r pos-
itivt semi-definit racker inte till for att avgéra om en

punkt & en minimerare.

Exempel:

f(@) Vf(x) V2f(z) V?f(zs) zx =0

z2 2z 2 2 >0 min
z3 327 6z 0 >0 ejmin, ef max
z* 423 1222 0 >0 min
—z* —423 -—12z2 0 >0 max
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Newtons klassiska metod for minimering

For att anvanda Newtons metod till att finna en min-
imerare applicerar vi forsta ordningens nédvandiga vill-
kor pa en funktion f:

V() =0 (f'(z) =0)

Detta ger newtonsekvensen
epp1=ay—(V2f(2)) 1V (2p)  (zppr=ap—f'(2)/ " ()
Detta skrivs ofta som zp41 = x} + pg, dar pg ar

I6sningen till Newtons ekvation:

V2f(zr)pr = —Vf(zp),

vilket tydliggor att det i varje steg loses ett linjart ek-
vationssystem (och inte beréknas en invers).
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Villkor p& minimerare, forts.

Studera f runt zx dd V f(z«) = 0 och V2f(z+) pos-
itivt definit.
Da ar

F(@) = f@etp) = f@I+TI @) B+ p 2 Op.
=0

For z tillrackligt néra z« kommer V2f(¢) ocksa att
vara positivt definit, dvs

@) = et = f@) + "V
[ —
>0 Vp#0

f@) > f(zx) Vp

Vilket innebér att x« ar en strikt minimerare till f.

Detta ar ett tillrackligt minimeringsvillkor av andra
graden.
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Newtons klassiska metod, forts.

Notera att approximationen av det icke-linjara funktio-
nen V f(z) med

Vf(zp +p) ~ Vi(zg) + V2 f(2p)p

motsvarar att approximera den icke-linjara funktionen
f(z) med den kvadratiska funktionen

QW) = ) + Vi) p + o'V S,

dvs de tre forsta termerna i taylorutvecklingen av f
runt zg.

En anvandbar tolkning av Newtons metod blir att vi i
varje iterationssteg approximerar f med en kvadratisk
funktion @ och beraknar x4 som minimerare av Q.
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Krokningar och egenvérden

Om hessianen V2f(z) &r positivt definit har den enbart posi-
tiva egenvarden och den kvadratiska approximationen @ kroker
“uppat” i alla dimensioner. Pss for andra kombinationer av egen-
varden.
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Alla kombinationer av egenvarden fér V2 f(z) och motsvarande
approximationsytor.
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Garantera nedatriktning

Enligt var generella optimeringsalgoritm bestams den
nya approximationen pa formen

Tpp1 = +ap, a>0, f(zpy1) < flxg).

Detta ar mojligt endast om p ar en nedférsriktning, dvs

p? Vf(z) <O.

| Newtons metod bestdms sékriktningen som

p=—V2f(x) 1V f(zp).

Om p ska vara en nedatriktning i punkten z; maste
pIV () = =V f(@p) V2 (@p) TV (i) <O
eller
V@)V f (@) TV fzp) > 0

Detta uppfylls om V2 ()1 ar positivt definit.
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Egenskaper hos Newtons metod
Fordel:

e Den konvergerar typiskt kvadratiskt mot en stationar punkt.
Nackdelar:
e Den konvergerar ej nddvandigtvis mot en min-punkt.

e Den kan divergera om startpunkten ligger for langt fran 16s-
ningen.

o Den kan misslyckas om V2 f(x;,) €j inverterbar fér nagot k.

Den behover andraderivateinformation i V2f(zx).
— "Jobbigt” ta fram funktionerna. Kan bli fel.
— Kréaver berékning och lagring av n2 element.

— Lésningen av Newtons ekvationer kraver n3 operationer.

| praktiken anvands Newtons metod i sin klassiska formulering
aldrig. Daremot &r den grunden fér manga andra algoritmer som
soker minska dess negativa egenskaper pa olika satt och sam-
tidigt behalla metodens positiva egenskaper.
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Garantera minskning av objektfunktionens varde

Att p &r en nedatriktning innebar att det finns ett o > 0
sddant att f(zp + ap) < f(z). For att finna ett
sadant « anvands linjesokning.

Lat x;, vara nuvarande approximation av en minimer-
are till f och lat p;, vara sokriktningen i ;. Den nya
uppskattningen definieras som

Tp41 = T + agPr,
dar steglangden oy, véljs s att

f(xp41) < flz),

dvs varje steg minskar funktionsvérdet och tar oss
narmare lésningen.
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Global konvergens

For att garantera global konvergens, dvs konvergens
mot ett lokalt minimum fran varje startpunkt stélls tva
ytterligare krav pa sokriktningen p och tva krav pa
steglangden a.

e Sokriktningen p far ej vara godtyckligt nara ortog-
onal med negativa gradienten —V f(x,).

e Sokriktningen p far ej vara godtyckligt kort relativt
gradienten.

Dessa tvA uppfylls av Newtons metod om V2 f(z,)
positivt definit och ej godtyckligt ndra semi-definit.

e Steglangden o far ej producera en godtyckligt liten
minskning av objektfunktionen.

e Steglangden « far ej vara godtyckligt kort.

NLP - 17

Icke-linjara minsta-kvadratproblem

Ett icke-linjart minsta-kvadrat-problem &r ett optimer-
ingsproblem utan bivillkor p& formen

m
min f(z) = Y fi(=)?,
i=1
dar objektfunktionen definieras via externa funktioner

{fi(z)}.

Problemet kallas "minsta-kvadrat” darfor att vi min-
imerar summan av kvadraten pa funktionerna.
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Armijos linjestkning med backtracking

For att uppfylla kravet pa tillracklig minskning av objektfunktionen
utgar vi fran en linjar taylorapproximation av objektfunktionen

Fax + apr) = f(zx) + app V().
och kraver att minskningen av objektfunktionen &r en fraktion av
den som predikteras av den linjéra taylorapproximationen, dvs

Far + arpr) < f(@r) + poup V f(21),
dér 0 < u < 1. Detta kallas ibland fér Armijos villkor.

For att undvika att steglangden blir for kort accepteras steglang-
den o) som det forsta elementet i sekvensen 1,1,%,... 27
som uppfyller Armijos villkor. Detta kallas backtracking.
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Icke-linjar minsta-kvadrat parameterestimering

| ett parameterestimeringsproblem motsvarar funktion-
erna f;(z) skillnaden (residualen) mellan en modell-
funktion och ett matvarde. Studera exempelvis data-
méangden

ti 1 24 5 8

Y 3 4 6 11 20
dar t; ar tiden i ar och y; hundratal (antiloper). Om
vi antar att dessa matvarden foljer ett exponentialfor-
lopp skulle basfunktionen t ex bli g(t) = z1e*2t och
residualerna

fi(z) = g(t;) —yi = z1e"2% —y;.
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Icke-linjar minsta-kvadrat-parameterestimering, forts.

Vi kommer att skriva problemet som
- 1 & 2_1 T
min f(2) = 3 3 fi(#)? = SF (@) F(a),
i=1
dar F ar en vektorvard funktion

F(z) = [f1(2) fo(z) ... fm(2)]".

Gradienten V f(z) gar att harleda m h a kedjeregeln

Vf(z) = VF(z)F(z) = J(z)TF(z)

dar J(z) = VF(z)T &rjacobianen till F(z).

Detsamma géller hessianen

V2f(x) VF(z)VF(z)T + Y, fi(z)V2fi(z)
J()TJ(z) + Q(x).
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Icke-linjar minsta-kvadrat-parameterestimering, forts.

Notera att hessianen

V2f(z) = VF@)VF()" + YL, fi(z)V?fi(z)
= J@"(x) + Q(z).

ar en summa av tva komponeneter, en med forsta-
derivateinformation och en med andraderivateinforma-
tion.

Om problemet har nollresidual kommer termen Q(z)
att vara nara noll nara lésningen. En metod som an-
vander approximationen Q(x) = 0 kallas Gauss-
Newtons metod och bestdammer sokriktningen som
I6sningen till Newtons ekvation

V2 f(z)p = -V f(z)

med hessianen approximerad med J(z)TJ(z):

J(@)TJ(2)p = —J(2)TF(2).
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Icke-linjar minsta-kvadrat-parameterestimering, forts.

Notera att gradienten V f(z+) = 0 i ett av tva fall:

e D& F(z+) = 0 = f(z+«) = 0, vilket kallas att
problemet har nollresidual. Da &r dessutom hes-
sianen

sz(z*) = J(w*)TJ@*)

positivt semi-definit. Om J(zx) har full rang &r
dessutom V2 f(zx) positivt definit. Skulle J(z+)
vara rangdefekt sags problemet vara dverparam-
eteriserat.

e D& J(z)TF(z) = 0, dvs residualvektorn F(z)
ar ortogonal mot gradientplanet som spanns upp
av J(x).
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Annan harledning av Gauss-Newtons metod
Gauss-Newtons metod gar att harleda pa ett satt till:

Om vi studerar det (typiskt dverbestamda) linjara prob-
lemet

min [|J(z)p + F(2)||* = ||J(@)p — (- F(@))|?

sa blir I6sningen p lika med I6sningen till normalekva-
tionerna

p=—(J(@)TJ() I(x)TF(a),

vilket ar sokriktningen i Gauss-Newtons metod. Denna
beraknas naturligtvis med hjalp av lamplig faktoriser-
ing (QR eller SVD) utan att matrisen J(z)T J(z) bil-
das.
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Konvergens fér Gauss-Newtons metod

Om F(xx) = O ar approximationen Q(z) ~ 0 bra,
och Gauss-Newtons metod kommer att uppféra sig
som Newtons metod néra ldsningen, dvs konvergera
snabbt om J(zx) har full rang. Detta utan kostnaden
att berakna andraderivatorna V2f;(x).

Om F(z+) ar "stor” och/eller krokningarna V2 f;(z)
ar stora, blir approximationen Q(z) ~ 0 dalig, och
Gauss-Newtons metod kommer att konvergera lang-
sammare an Newtons metod.
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Ortogonal regression

Nar vi loser
ik 2
min 3" £i(2)?, 2
=1

dar f;(x) = g(t;) — y; ar skillnaden mellan var mod-
ell och vara matvarden, s& minimerar vi kvadraten pa
det vertikala avstdndet. | andra sammanhang, t ex om
vi antar att vi har fel &ven i den oberoende variabeln
t;, kan det vara rimligt att i stéllet minimera det ortog-
onala avstandet mellan var modellfunktion och vara
matvarden.
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Statistisk tolkning av residualerna

Om residualerna tolkas statistiskt som "fel”, dvs vi har
en modell

yi = z1e™'i 4 ¢

och felen g; antas vara oberoende normalférdelade €
N (0, 52) blir v&ra uppskattade parameterar de basta
tankbara ("maximum likelihood”) givet vara méatvarden.
Detta gor det mgjligt att sdga saker om konfidensinter-
vall, gora hypotesprovning, etc.

Den informationen fas ur varians-kovariansmatrisen
D =o*(V2f(z:)) 7Y,

dar diagonalelementen D;; motsvarar variansen hos

x; och D;; motsvarar kovariansen mellan z; och x ;.

Ofta anvands approximationen Q(zx) = 0, vilket gor

att konfidensintervall m.m. ocksa blir approximativa.
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Ortogonal regression, forts.

Det kan beskrivas som att vi l6ser
m
min f(z) = 3 fi(ziti + )% + 187, @)
) i=1
dar ¢; ar feleti t; och f;(z; t; + 6;) = g;(t; + ;) — v;.

Detta kraver dock att vi skriver om vara optimeringsal-
goritmer for att I6sa problem (3) i stéllet fér problem

).
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Ortogonal regression, forts.

Det ar dock mgjligt att anvanda vara algoritmer for
problem (2) om vi i stallet utokar om vara delfunktioner

fi

For vart testexempel

y=g(t) = z1e"2

introducerar vi en punkt (s;, g(s;)) pa kurvan for varje
matpunkt (¢;,y;)-

Om vi later var delfunktion f; bli

£= [g(ti)_yi}’

s; — t;

och formulerar om vart minimeringsproblem

minf(@) = Y fi(x)?

=1

min f(z) = i @) fi(@)
i=1

sa far vi samma lésning.
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