Linjar programmering

“Interest in linear programming (LP) in
its own right began in the late 1940’'s
with the invention of the simplex method,
and has continued unabated until the
present day. Linear programming is viewed
and taught in an astonishing variety of
ways, to the extent that even an ex-
pert may be puzzled by someone else’'s
version of the subject!”

Gill, Murray, Wright, “Numerical Linear Alge-
bra and Optimization, vol. 1", Addison-Wesley,
1991, Kap. 7.
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LP-problem, exemepl

Det tillatna omradet for problem (1) ar
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LP-problem
Ett LP-problem (Linjart Programmerings-prob-
lem) &r ett optimeringsproblem dar objektfunk-

tionen och bivillkoren ar linjara funktioner.

Ett exempel pad ett LP-problem ar

ma o @
s.t.
1 > 0
o > 0
1 x> > 0
1 < 1
li2p) < 1
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En descentorienterad ansats till linjdr program-
mering

Den generella optimeringsalgoritmen:

e Bestam startgissning zg.

e Upprepa for k=0,1,...
— Om z;, optimal, avsluta.
— Bestdm sékriktning py,.
— Bestdam stegldngd oy.

— Tpy1 = T+ oppg
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Bivillkor

Vi har tvad olika sorters bivillkor: likhets- och
olikhetsbivillkor. Vi kommer endast att jobba
med olikhetsbivillkor.

Linjara olikhetsbivillkor kan skrivas som

alz > B
for ndgon vektor a. En punkt I sdags vara
tillsten med avseende p3 villkoret Tz > 8 om
villkoret &ar satisfierat, dvs a7z > 3. Om vill-

koret #r satisfierat med likhet (aTZ = ) sdgs
villkoret vara aktivt, annars inaktivt.

Ett bivillkor aTz < B kan skrivas om till —aTz >
_ﬂ_

Ett bivillkor aTz = B kan skrivas om till tva
olikhetsbivillkor a’z > 8 och a7z < 8.

Vi behdver darfor endast resonera runt >-bivillkor.
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Standardform

Vi kommer att skriva om alla LP-problem till
foljande standardform:

min L'z
X
st. Az >b
Ett problem
maxclz
T
skrivs om till
min —c! z.
xT
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Mangder av bivillkor

En mangd bivillkor {afz > B;,i = 1,...,m} rep-
resenteras vanligen av en m x n-matris A och
m-vektor b:

ai B1
A=|%2 | p=| P
a?;, ﬂ:m
och skrivs
Az > b,

dar > appliceras komponentvis.

En punkt x sdgs vara tilldten med avseende pa
mangden olikheter Az > b om Az > b.

Systemet Az > b sdgs vara konsistent om det
har nagon tillaten punkt.

LP -6
Standardform, exempel
Vart exempelproblem (1)
s.t.
Iq 2 0
o > 0
1 x> > 0
1 < 1
o < 1
blir pa standardform
min ¢!
T
s.t. Az >b
med
1 0 0
0 0 1 0
CZ[_I],A— 1 1|,b=]| O
-1 0 -1
0 -1 -1
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Aktiva och inaktiva mangder av bivillkor

For ett villkor alfz > j3; definieras residualen i
punkten z som r;,(z) = alz — ;. Residualen &r
positiv da villkoret ar inaktivt, noll da villkoret
ar aktivt och negativt da villkoret ej ar uppfylit.

Residualvektorn r blir for mangden av villkor
Ax > b

r(z) = Az —b

Givet olikheten Az > b definierar vi indexmangd
en A(x) som mangden av index {i : r;(z) = 0},
dvs de villkor som uppfylls med likhet i punk-
ten z. Matrisen bestdende av raderna i A(Z)
betecknas A 4(Z).
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Nedfdrsriktningar

Forandringen i funktionsvardet beror alltsd pa
cI'p. ¢I'p =0 innebir att

F(a) = f(Z) + ac:T»(? = f(@)
forblir konstant. ¢’p < 0 innebér att

F(a) = f(z) + ac?Tég < f(@)

for a > 0, dvs funktionen minskar. Riktningen
p kallas da& for nedfbrsriktning.
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Forandring av objektfunktionens varde

Objektfunktionen till minimeringsproblemet skrivs

f(@) = Tz,

dar ¢ ar en konstant vektor. Gradienten till
f(z) blir da

Vflz) =c.

Definiera F(a) som funktionsvardet utgdende
fran en punkt z 1angs en s6kriktning p och med
steglangden o:

F(a) = f(@+ap) =c"(@+ap)
= z+acp=f(@)+ ac’p.
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Vektorriktningar

For figuren nedan géller att plc > 0, plec =0
och plc<o0.

p1

p3 b2
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Gradienter till bivillkoren

Varje bivillkor delar upp R™ i tvd halvor av
tilldtna punkter {z : aTx > B} och otilldtna
punkter {z : aTz < B}.

Gradienten till ett bivillkor aTz > 8 4r a. Gradi-
enten dar alltid riktad inat den tilldatna mangden.

Gradienterna till bivillkoren i vart exempel visas
pad nasta sida.
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Forflyttning 1angs en riktning

Studera en (icke nddvandigtvis tillaten) punkt
z, en riktning p och ett villkor alz > ;. For
ett steg « langs p gdller att

aZT(E + ap) = aZT.E + aalTp.

Motsvarande residual blir

r:(Z + ap) = aZTJT: + aaZTp —B;=ri(Z)+ aa;rp.

Om aiTp = 0 forandras inte vardet pa resid-
ualen, men for aZTp # 0 gar det att rdakna ut
hur 1angt steg o; vi ska ta for att satisfiera och
aktivera bivillkoret:

ri(x +o;p) = O
(%) +oalp = 0
U

o; —

73(Z)

T
—a;p

som &r definierat da a]p # 0. Déd alp =0
definieras o; som oo om 7;(Z) > 0 och —oo
annars.
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Tilldtna riktningar

Vektorn p # 0 &r en tillaten riktning i den
tilldtna punkten z med avseende pa villkoret
alz > B; om det existerar en positiv skalar ;
sadan att

ri(z+ap) >0,0<a<m
For ett inaktivt bivillkor (r;(Z) > 0) ser vi att

alla riktningar p ar tilldtna, medan for ett aktivt
bivillkor (r;(Z) = 0) galler att

ri(Z + ap) 0

I <= 1v

r;(Z) + oza,ZTp
aasz >0, a>0

oF (z + ap) — B;

T

a; p 0

v < |

Vi ser att om asz = 0 sa forblir villkoret ak-
tivt, medan alp > O leder till att villkoret blir
inaktivt och a; p < O leder till att villkoret inte
langre uppfylls.
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Tilldtna riktningar, forts.

For en mangd av bivillkor géller att p dr en
tilldten riktning fran den tilldtna punkten x om
p # 0 och det existerar en positiv skaldr 7
sadan att

r(z +ap) >
)
A(Z+ap) >

Da de enda begransningarna pa p kommer fran
de aktiva bivillkoren, gdller att p ar tillaten
omm

alp > 0 Viec A(Z)
)
Aap 2 0O,

dar A4 betecknar den aktiva mangdmatrisen i

Z.
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Val av sokriktning

Om vi l6ser
Alx=c
och nagot \; ar negativt, sa kan en sOkriktning
p bestammas som [8sningen till
App = €,
dar e; ar en vektor med i:te elementet 1 och

resten 0. Det innebar att »;(z + ap) > 0, dvs
villkor 7 blir inaktiverat.

Valjes p pa detta satt blir p en nedfdrsriktning,
ty I'p = (AEA)Tp =ATA p=2Te; = \; < 0.
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Tilldtna nedforsriktningar

Studera en konsistent villkorsmdngd Az > b
och en tillaten punkt z*. Om det existerar en
tilldaten nedfdrsriktning i * s& kan z* inte vara
en minpunkt.

En riktning p # 0 ar tilldten om A4p > 0 och
nedférsriktning om ¢I'p < 0.

Omm ingen sadan riktning existerar ar z* en
minpunkt. Detta intraffar om A > 0, dar X ar
16sningen till

Aa)\ =c.
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Horn

Ett hérn ar en extrempunkt i den tilldtna mangd-
en som inte kan ligga pa nagon linje mellan tva
andra tilldatna punkter. Ett horn dr begransat
i alla n dimensioner, dvs den aktiva madngd-
matrisen A 4 har minst n linjart oberoende rader.
Om A 4 har fler an n rader kallas hérnet for de-
genererat, annars kallas det for icke-degenererat.

Det gar att visa att minimum for ett LP-problem
antas i ett horn.
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Steglangd till ndasta horn

Antag att z ar ett hérn i den tillatna mangden
och vi tagit ut en sokriktning p fran z. L3at
mangden D beteckna mangden av alla inaktiva
villkor som minskar ldangs p, dvs

7 €D om a?p<0.

Om vi bestammer o; som det ldngsta steg som
kan tas langs med p utan att villkor j aktiveras

dvs,
=@ om jep
o= a;p
+o00 annars

b
sa blir
o = n’}ln O'j

det langsta steg vi kan ta innan nagot bivillkor
aktiveras. Den nya punkten blir dd z 4 ap.
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Simplex-metoden

Lat z[®l beteckna den aktuella punkten efter n itera-
tioner. Givet ett icke-degenererat hérn z[ sa blir algo-
ritmen for simplex-metoden:

e Bestam en tilldten nedforsriktning p i zlnl:
— Identifiera den aktiva mangden A 4 i z.
— L6s Alx =c.
— V4alj i sddan att \; < 0.

— Bestdam sokriktningen p som 1dsningen
till Agp =e;.

e Bestam stegldangden o = min;o;, dar
5P omjeD

O'j = ajp .
+o0o0 annars

° x[n+1] = ;p[n] —|— ap.
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