Interpolation

[ [
Modellfunktioner som satisfierar
givna punkter
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Nagra tillampningar
—

1 Animering
. rorelser, t.ex. 1 tecknad film

1 Bilder
. farger
. resizing

1 Grafik

1 Diskret representation -> kontinuerlig
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Interpolation
—————————— |I |

5 Vi kanner f(t) 1 n punkter
y=f(t) 1=1.,n

o Vi soker en funktion P(t) sa att
P(t) =Y,
o P(t) interpolerar f 1 punkterna t;

1 P kan vara polynom, trigonometriska
funktioner...
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Basfunktioner
e —————————————— l| |

En interpolerande funktion valjs som linjarkomb. av
basfunktioner cl)l(t)___cbn(t)

n
f(t) :ijcpj ('[) X; ar de param. som ska bestammas
=1
Att krava att f interpolerar (t;, y;) 1=1...n betyder att
n
f(t)= ijcDj(ti) =Y
j=1
vilket ger ett system av linjara ekvationer
AX=Y a; = ®,(t)

Elementeni A ges av
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Kvadratiskt system
——————— |I |

1 Genom att valja antalet basfunktioner =
antalet matpunkter far vi ett kvadratiskt
system sa att punkterna satisfieras exakt

» Valet av basfunktioner paverkar
konditionen hos Ax =y
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Definitioner
—I| |

1 En interpolerande funktion anvands for att
uppskatta vardet av f1 en punktt.

o Om t tillhor det intervall som bildas av t;...t,
gors en interpolation

o Ligger t utanfor intervallet gors en
extrapolation

1 Att arbeta med polynom ar fordelaktigt
eftersom de ar enkla att derivera och integrera
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Polynominterpolation
S —

1 Enklast och vanligast att valja ett polynom
som interpolerande funktion

o Till n punkter (t,y;) finns ett entydigt
bestamt polynom av grad <n-1

1 Polynomet kan representeras och
evalueras pa olika satt, men alla maste ge
samma matematiska funktion
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Basfunktionerna for polynom
—II |

. (t)=t'"" j=1..n

o, (1) =1
d,(1) =t
D, (1) = t°
o, () =t

P(t)=c,+ct+ct®+...+c _t""
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Koefficienterna c.

...bestams av det linj. ekvationssystemet

Vandermonde-matris,

s - Interpolation
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| |
|

o Bestdm det andragradspolynom som interpolerar

o Ansats : P(t) — Co T Clt + Cztz

ger ekvationen T f

1 90 8100 \/Co) (0.9 90 | 0.96
1 100 10000 || c,| =1]1.12 100 1.12
1 110 12100 /\c, 1.30 110| 1.30
c =[0.42 -0.003 0.0001]" ger

o lllakond. problem : kK(A) = 2:10°
Om man lagger till en
punkt maste hela
systemet l0sas pa nytt.

P(t) = 0.42 - 0.003t + 0.0001t"
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Newtons allmanna interpolationsformel
—eee . |
|

o Ansatt P_,(t) som ett interpolationspol. av grad <n-1
R-i(t) =G+ Cl(t B tl) +G (t B tl)(t B tz) +

+oret-t)(t-t,)... (-t )

o P(t)=f, i=1,2,...,n maste géalla
Insattning av (t,f;) ger

G = f,
C0+C1(t2_t1) = fz
G +tal; —)+GGL -G -t) = 1
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t f _
90 | 0.96 ..I exemplet ...
100 | 1.12 — 4
110 1.30
- Bt) =6 +q(t—9o)+c2(t—9ox/t —100)
ger ekvationerna Geor nolloraa

1 0 03V (096

110 0 |jlc|=|112

1 20 200/\¢_, 1.30

2
K(A) = 2102
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1 Den nya formuleringen ger
¢ =[0.96 0.016 0.0001]"

P, (t) = 0.96 + 0.016(t — 90) + 0.0001(t — 90)(t —100) =
= 0.42 - 0.003 + 0.0001t2

1 Endast en ekvation behdver l6sas om
ytterligare en punkt laggs till
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koefficienterna
————————————— l| |

G = f,
C, = fZ_fl
,-1,

f,—1f %z :t{g(fz - 1)
C, = YA
(ts - tl)(tz - ti)

...och allt mer komplicerat (for!)
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Dividerade differenser
—II |

flx]=f(x)

FIX, e X = TP Xy,

IO L B I
(%)~ T(x) _T06) - 1(%)
f[Xl’XZ]: X =X f[Xz’Xg]— Xj(a_xzxz

(%)= T(X,) _ T(X,)— T(x)

X %] — X, %, — A
P =2 Xxsl_xl[x S S o
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Battre satt att berakna c
S —

/g /Cl A

L % C
fit, t,] /2 /3
t2 f2 ] ) f_t11t21t3_
f_tz, ts] f[tl, t, ts, '[4]
t; f5 _ Tttt
f_t3, t,)
1:4 f4

R+ kan uppskattas med forsta forsummade

term ty f[t,, t,,..., t,,,] =)
k!
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Nytt exempel

t
21

22
23
24

f ] fl..]

0.00028/
0.36434 0.00001/

036461 0.00027/1
0.36488  0.00027/1

0/2=0

t f
20 | 0.36379
21 | 0.36406
22 | 0.36434
23 | 0.36461
24 | 0.36488

0.00001/6

P3(X) = o + Cy(t-ty) + C(t-1))(t-1,) + Ca(t-t)(t-1,)(1-15)=

= 0.36406 + 0.00028(t-21) - 0.000005(t-21)(t-22) +

+0.00001/6(t-21)(t-22)(t-23)

s - Interpolation
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Hur stort blir modellfelet?

Sats : Lat f vara en funktion med n kontinuerliga derivator inorﬁ
det intervall som bildas av punkterna t;, t,,..., t,.
Om P ar det entydigt bestamda polynom av
grad <n-1som uppfyller P(t;) =1f(t) 1=1, ... ,n
Da galler att f)(E)
ft)-P()= ") (t-t)(t-tp)...(t-t)) for nagot & inom
det intervall som bildas av t, t,,..., t..

f)(¥) : .. -
T kan alltsa skattas med nasta koefficient
- Interpolation . 18
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|

Polynom av grad n-1 som interpolerar (t; ,f; )i=1,...n

P =6+ Cl(t B tl) + Cz(t B tl)(t B tz) ot Cn—l(t B t1)- . (t B tn—l)

Ry« : Feletiinterpolationspunkten (t=* At) ger upphov
till fel 1 approximationen av (1)

R« : Fel i de angivna funktionsvarden foljer med till ber.
av c; och darmed till P

Rg : Avrundningsfel | berakningarna

R+ : Approximation med polynom = "modellfel”

Se sarskilt hafte om felen
s - Interpolation 19



Trunkeringsfelet R+
—l| |

1 Newtons allmanna interpolationspolynom

. trunkeringsfelet uppskattas med forsta forsummade
termen

1 Felet 1 interpolationspunkterna ar noll

1 Observera Runges fenomen
% lagt gradtal vid polynominterpolation Fig. 5(8)
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Fortplantade fel R,y & Ryr

Nar polynomet evalueras foljer fel 1 indata med
genom berakningen och fortpantar sig till det
evaluerade vardet

P_.(t) = Gt Cl(t - tl) + Cz(t B tl)(t - tz) Tt Cn—l(t - t1)- . (t - tn—l)

Felet 1 P(t) beraknas med hjalp av maximalfelsuppsk.

IAP| <

P A
a,

s - Interpolation
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Hur stort ar felet i1 c; ?
—ee . |
|
Nar koefficienterna beraknas foljer ev. fel 1 Indata
(funktionsvardena) med genom berakningarna.

Lat felet i f folja samma berdkning som f

s

&1 g +¢g Felen adderas!!
L, € 2~k \AC
53 +£2
t3 83 t3 _t2 1
&, + & O.s.v.
t, €& T -1
4 3

s - Interpolation 22



Avrundningsfelet Rj
—lI |

Normalt litet i férhallande till 6vriga fel.

Tank dock pa att en ev. avrundning av den
slutliga approximationen maste adderas till
ovriga fel.

(Presentationsavrundningen)

s - Interpolation 23



Linjar interpolation
————————— |
|
1 fapproximeras med ratlinje genom
(t,f,) och (t,,1) :

(fz — fl)

P(t) = f
O 1+(t2_t1)

qt - tl)
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Det gamla exemplet
—II |

Approximera f(97) med linjar interpolation

t

90 100 110 120

f

0.96 1.12 1.30 1.51

Sedan tidigare vet vi att ¢ =[0.96 0.016 0.0001]" med
polynomet P(t) = 0.96 + 0.016(t-90)

Formeln ger

P(97) = 0.96 +

s - Interpolation

(1.12 - 0.96)

797 — 90) =1.072
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Trunkeringsfel - linjar interpolation
R
|
5 om finterpoleras linjart genom
(t,,f) och (t,,f,), t,<t<t,=t;+h
kan trunkeringsfelet uppskattas med

h2
R =73 fax|f"(t)  |Harledning s.5(15)

- Om man inte kdnner funktionen f, hur skattar man f’(t)?
Approximera f med interpolationspolynom av en grad
hogre och derivera detta. (Lagg till en term)

s - Interpolation 26



i vart exempel...
————————— |
|

- P(t)=0.96 + 0.016(t-90) (P(97) = 1.072)
Q(t) = P(t) + 0.0001(t-90)(t-100)
,» Q”(t) = 0.0002, h=t, - t,= 10

2
R |= £ [0.0002 = 0.0025

Vardena kommer fran

f (t) =0.25e>"™

f(97) = 1.07112 sa felet =0.0009
Hygglig feluppskattning
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R, vid linjar interpolation .
- 1
felet 1 punkten som interpoleras, t, fortplantas i
berakningen av P(t)

1 mv-satsen ger att detta begransas enligt
|Af] <|F (1) - At]
eftersom f inte ar kand, skattas f med P’(t) = c,

2 IRl <lc, - At
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Rye vid linjar interpolation
S —

felet 1 de givna funktionsvardena, f,
fortplantas 1 berakningen av P(t)

1 Detta fel kan skattas med
IR ] <& dar|f]<¢ Se s.5(7)
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Rg vid linjar interpolation
—II |

1 Rg avrundningsfelen i1 berakningarna ar

normalt litet 1 jamforelse med oOvriga fel
(i MATLAB 10-16)
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f. korrekt avr. Af; = 0.5E-5

a=21.4+0.05
Bestam f(a) med |JAf]<0.3E-4

0.36379
0.36406

I Exempel

0.36434
0.36461
0.36488

Vi provar linjar interpolation :

P,(t) =c, + cy(t- ) TOr (21, 0.36406) och (22, 0.36434)

P,(t)=f ger c,+c,(21-21) =0.36406 (c, fas direkt)
Co+ C,:(22-21) = 0.36434

C, = 0.36406 och ¢, =0.00028
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---exelllpel"'
l |
|

P,(21.4) = 0.36406 + 0.00028 -(t - 21) = 0.364172
Rg = 0 har, alla rakningar exakta

IR | <0.5E-5 ty allaf; korrekt avrundade

IRl <lc, - At]=0.28E-3 - 0.5E-1 = 0.14E-4

sa aterstar

IR < %2 max [F'()] , h=t,-t, Coltut
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¢
|
& skatta f’(t) med ett andragradspolynom
ta nasta punkt (23,0.36461) och ansatt

P,(t) = P.(t) + cy(t-ty)(t-t,)
P.(23) + ©,(23-21)(23-22) =T,

= 0.36462 + 2c, = 0.36461
¢c,=-05E-5 = P,”=2.c,=-E5

2
IR] < %E-S:O.125E-5
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Det totala felet
—
IRiorl < IR + IRkl + IRl + IRl =

1.4E-5 + 0.5E-5+ 0.125E-5 + 0 =
2.025E-5 < 2.1E-5

Linjar interpolation duger alltsa!
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Runges funktion
o -4 1

1+25X° ——f

0.8

f(X) =
|

06

0.4 p Lt

02} /

02 F

-0.4
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Styckvis polynominterpolation
—eee |
|
1 Att anpassa ett enda polynom till ett stort antal

punkter ger mest troligt upphov till oscillering

1 Istallet interpolerar man med polynom av lagre
grad pa mindre intervall

1 Linjar interpolation - rat linje mellan varje par av
succ. punkter. Den totala interpolerande
funktionen har da disk. derivata i alla inre punkter

» Man kan vélja polynom sa att den sammansatta
funktionen ar kontinuerligt deriverbar
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X=0:10; y =
sin(x);
xi =0:.25:10;

yi = spline(x,y,xi);
plot(x,y,'o',xi,yi)

s - Interpolation
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Skiftning/skalning
— |
|
1 FOr att forbattra kan man anvanda en annan
upps. basfunktioner, som ger samma

polynom men annan representation

G = (4

darc=(t;+t,)/2 och d=(t,-t,)/2

c iInnebar en skiftning och d en skalning = de
nya ober. variablerna ligger 1 intervallet [-1, 1]
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t f
90 | 0.96 exemplet igen
100 | 1.12 S —
110 1.30
3 D, (1) =1
c =100 ochd=10
. = o) =100
_ thO i1 10
0= ) 100
7 CD3(t)—( )2
Pt—C +C thO"'C thOZ
()_ 10 > 10 )
1 -1 1
L o0 A) =3.22
11 1 K(A) = 3.2255
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P(t) =

Lagrange interpolation

(t-t)) (t-t3) y,
(t-t,) (t - t5)

(t-t,) (t-t,)
Tt G ty)

(t-t,) (t-t,)
Ty ()

Polynomet framfor

Y1
blir =0 fort=1t, & t;

och =1fort=t,

Valet av @;(t) medfor att A =1 och alltsa x=y

s - Interpolation
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